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วันนี้นกึถงึโจทยค์ณติศาสตรข้์อหนึง่ท ีเ่คยเรยีนตอนเปน็นสิติ และคดิวา่นา่สนใจ จงึเขยีนเปน็บันทกึไว้ ณ ทีน่ ี้
เร ิม่ต้น เช ือ่วา่ หลายคน คงเคยทราบวา่ ∫

1

1 + x2
dx = arctanx (1)

โดยการหาปรพัินธ์ข้างต้น สามารถทำได้โดยงา่ย คอื การเปลีย่นตัวแปร x เปน็ θ โดยใช้การวาดรปูสามเหลีย่มประกอบ และ
ใช้ความร ู้ท ีม่มีากอ่น คอื d tan θ = sec2 θ dθ ดังแสดงในรปู

q

x

1

1 + x
2 x = tanq

d = sec dx
2q q

d = (1+x x
2) dq

q = arctan x

ซึง่จากรปูสามเหลีย่มทีว่าด เราสามารถเขยีนวธิกีารหาปรพัินธไ์ด้อยา่งชัดแจ้งคอื∫
1

1 + x2
dx =

∫
1

1 + x2
(1 + x2) dθ =

∫
dθ = θ = arctanx (2)

การตคีวามการหาปรพัินธข์องฟงักชั์นนี้ อาจแสดงได้ด้วยรปูภาพ โดยให้ y = 1
1+x2 แล้วพลอ็ตกราฟดู
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ถงึตรงนี้ หลายทา่นอาจคดิวา่ ไมม่อีะไรพเิศษสำหรับปญัหานี้ แตค่วามนา่สนใจจะเกดิขึ้น หากเราแยกตัวประกอบเทอม x2+1

เปน็ (x+ j)(x− j) กอ่น (j =
√
−1) แล้วใช้การแยกเศษสว่นยอ่ย แล้วคอ่ยทำการหาปรพัินธ์ จะได้ผลคอื
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หากเทยีบสมการที่ (2) และ สมการที่ (3) เราคงบอกวา่
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ซึง่ส ิง่ท ีพ่บนี้ เราอาจคดิวา่เปน็ไปได้ทีเ่รามเีอกลักษณ์ทางคณติศาสตร์ตัวใหมใ่นลักษณะเดยีวกับ เอกลักษณ์ของออยเลอร์ (ejθ =

cos θ + j sin θ) ท ีแ่สดงความเช ือ่มโยงระหวา่ง ฟงักชั์นตรโีกณมติแิละฟงักชั์นเอก็ซโ์พเนนเชยีล ผา่นตัวแปรเชงิซ้อน โดยในกรณนี ี้
คอืการเช ือ่มโยงฟงักชั์นตรโีกณมติ ิ (อนิเวอร์ส) และฟงักชั์นลอ็กการทิมึ แตห่ากลองแทนคา่เพือ่ตรวจสอบสมการที่ (4) ด ู เราจะพบ
อะไรทีน่า่สงสัย ตัวอยา่งเชน่หากแทนคา่ที่ x = 1 จะได้ผลจากสมการที่ (2) และผลทีแ่สดงในรปูกราฟ คอื arctan(1) = π/4

แตห่ากแทนใน สมการที่ (3) จะได้วา่
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โดยการคำนวณข้างบนนี้ เราใช้นยิามของฟงักชั์นลอ็กสำหรับตัวแปรเชงิซ้อน (จากวกิพิเีดยี https://en.wikipedia.org/wiki/Com-
plex_logarithm) คอื

ln z = ln |z|+ j arg z (6)

ถงึตรงนี้ หากผ ู้ท ีจ่ำนยิามและคณุสมบัตขิองการหาปรพัินธ์ และ/หรอื ฟงักชั์นเชงิซ้อนได้ กค็งบอกได้แล้ววา่ ทำไมผลลัพธ์ท ีไ่ด้จาก
สมการที่ (3) น้ันตา่งจากสมการที่ (2) (คอื ได้ −π/4 แทนทีจ่ะเปน็ π/4 สำหรับกรณี x = 1) และคงแก้ไขให้ถกูต้องได้1 แต่
เร ือ่งน ี้กยั็งคงเปน็เร ือ่งท ีท้่าทายนักวทิยาศาสตร์และวศิวกรทีต้่องใช้ตัวแปรเชงิซ้อนในการทำงานตอ่ไป เพราะผ ู้ใช้จะต้องตรวจสอบ
ผลลัพธท์างคณติศาสตรใ์ห้ถกูต้องกอ่นทีจ่ะนำไปใช้ตอ่!

1คอื
∫
f(x) dx = F (x) + C
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